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REZIME

Matematicko modeliranje predstavija matematicki opis modela (modeliran realni sistem) kreiranog na
osnovu odgovarajucih fizickih zakona. Odstupanja izmedu ponaSanja modela i realnog sistema
predstavlja tacnost modela. Analiticka rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednacina sadrze izraze u
zatvorenoj formi Sto daje kontinualnu promjenu zavisnih varijabli preko cjelokupnog domena, dok s
druge strane, rjesenja dobijena numerickim putem predstavijaju odgovore samo u diskretnim tackama
domena koje se nazivaju tacke mreze. U radu je razmatran analiticki i numericki pristup odredivanja
ugiba za proizvoljno odabrani konzolni nosac, te izvrsena komparativna analiza dobijenih vrijednosti
dva modela. Predstavijeni pristup rjesavanja konkretnog problema moze sluziti kao uzorni model za
slicne probleme u klasi sistema.

Kljuéne rijeci: konzola, ugib, analiticko rjeSenje, numericko rjesenje, ocjena kvaliteta rjeSenja

ABSTRACT

Mathematical modeling is a mathematical description of a model (modeled real system) created on the
basis of appropriate physical laws. Deviations between the behavior of the model and the real system
represent the accuracy of the model. Analytical solutions of partial differential equations contain
expressions in closed form, which gives a continuous change of dependent variables over the entire
domain. On the other hand, numerical solutions represent answers only at discrete domain points called
mesh nodes. The paper discusses the analytical and numerical approach to determining the value of
deflection for an arbitrarily selected cantilever beam. Also, a comparative analysis of the obtained
values of the two models was performed. The presented approach to solving a specific problem can
serve as a model for similar problems in the system class.

Keywords: cantilever beam, deflection, analytical solution, numerical solution, solution
quality assessment
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1. OPIS PROBLEMA KOJI SE RJESAVA

Cesto se u poslovima projektovanja konstrukcija de$ava da je kriterijum maksimalno
dozvoljenih deformacija (kriterij grani¢nog stanja upotrebljivosti) mjerodavan za
dimenzionisanje konstrukcije. Ovaj uslov se uglavnom iskazuje kroz maksimalne vrijednosti
pomjeranja karakteristi¢nih tacaka strukture pri djelovanju maksimalnog radnog opterecenja.
Nedovoljna krutost nosive konstrukcije, tokom rada, moze dovesti do pojave prekomjernog
deformisanja i pojave dopunskih statickih i dinamickih opterecenja. Ovo dalje vodi ka
smanjenju operativne pouzdanosti i/ili skracivanju vijeka trajanja podsklopova ili cijele
konstrukcije (masine). Dakle, ograni¢avanje deformisanja nosive konstrukcije garantuje dobre
eksploatacione karakteristike i dug vijek konstrukcije. U ovom radu se razmatra deformacija
konzolne grede Cija je krutost na savijanje EI, usljed djelovanja linijskog opterecenja q,
koncetri¢ne sile F te koncetri¢cnog momenta M na slobodnom kraju (slika 1.). Pod djelovanjem
spomenutih opterecenja greda se savija usljed cega se njena osa pomjera iz svog prvobitnog
polozaja. Pomjeranje tacaka ose grede nazivaju se ugibi grede, deformisana osa grede naziva
se ugibna linija grede. Ugib grede najve¢im dijelom je prouzrokovan momentom savijanja, dok
je uticaj transverzalne sile veoma mali i u najve¢em broju slucajeva se zanemaruje pri
proracunu.
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Slika 1. Konzolni nosac¢

Za konkretni zadatak, matemati¢ki model ¢e se rijeSiti analiticki i numericki, te ¢e se na kraju
prikazati dijagrami ugiba razmatrane konzolne grede, a za potrebe prorac¢una usvojene su i
konkretne vrijednosti:

kN
L=4[m];q=10 [E] ;F = 40 [KN]; M = 50 [kNm]; EI = 20 000 [KNm?]

2. MATEMATICKI MODEL PROBLEMA

Teorija deformacije grede zasnovana je na osnovnoj zakonitosti ,.klasicne® teorije savijanja
koja glasi: Ravni presjeci okomiti na osovinu grede ostaju ravni i okomiti na osovinu i nakon
savijanja. Utvrdeno je da se ova hipoteza moze primijeniti sa velikom ta¢noscu, bez obzira da
li se materijal grede ponasa elesti¢no ili neelasti¢no, pod uslovom da je visina grede mala u
odnosu na raspon.

2.1. Diferencijalna jednacina ugibne linije grede

Da bismo izveli izraze za odredivanje deformacije grede, razmotrimo deformisani segment
grede izloZen Cistom savijanju (slika 2.)
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Slika 2. Segment konzole izloZen cistom savijanju
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Mjeru deformacije grede prouzrokovane momentom savijanja predstavlja zakrivljenost
(krivina) neutralne povrsine, odnosno osovine Stapa. Kao §to je poznato, krivina se definiSe
kao reciprocna vrijednost radijusa zakrivljenosti p. Veza izmedu radijusa zakrivljenosti
osovine grede i dilatacije (relativne deformacije) proizvoljnog poduznog vlakna grede data je
u sljede¢em obliku:

1 &y

— = e (1)

p y

U podrugju elasti¢nih deformacija je

Pri ¢emu iz formule savijanja slijedi
M
Ox = =Y e v (3)
Ako u jednacinu (1) uvrstimo (2) i (3) dobijamo da je
1 M
— = e e e (4
5= TE (4)

Na ovaj naCin je uspostavljena direktna veza izmedu veli¢éine momenta savijanja i
zakrivljenosti deformisane osovine grede, odnosno zakrivljenosti ugibne linije. Posto se radi o
gredi koja se deformisSe elasti¢no, ugibna linija se obi¢no naziva elasti¢na linija. Jednacina (4)
vazi 1 kada je savijanje grede izazvano popre¢nim opterecenjima, samo S$to se sada moment
savijanja i krivina osovine grede mijenjaju od presjeka do presjeka.

Uzevsi to u obzir, jednacina krivine grede glasi:
1 M(x)
= (3

; - E . I TR I TR TR TR TN
Poznato je iz analiticke geometrije da je zakrivljenost linije u pravougaonom koordinatnom
sistemu definisana na sljede¢i nacin:
d?y
dx?
i 43 R (<))
dy.,|?
|1+ &y
gdje su x i y koordinate tacke na liniji. U odnosu na problem koji razmatramo, x odreduje tacku

na osovini grede, a y je ugib te iste tacke. U skladu sa konvencijom, pomjeranje u pravcu

osovine y ozna¢imo sa v, pa onda jednacéinu (6) piSemo:
1 v’
=i (7)
P+ e

Ako jednacinu (7) uvrstimo u jednacinu (5) dobi¢emo egzaktnu diferencijalnu jednacinu
elasti¢ne (ugibne) linije. U opstem slu¢aju, medutim ovu jednacinu je veoma tesko rijesiti, pa
se u mehanici umjesto tacnog izraza za krivinu koristi znatno pojednostavljen izraz. Naime, u
vecini inzenjerskih problema dozvoljavaju se veoma male deformacije, pa je onda i nagib

. . .oady N Ve v .. . ..
ugibne linije s takoder mala velicina ¢iji se kvadrat moze zanemariti u odnosu na jedinicu u

nazivniku izraza za krivinu datog jednacinom (7), tj. moZemo napisati:
1 d*v 8
b e (8)
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Sa gore uvedenim pojednostavljenjem, diferencijalna jednacina ugibne linije grede glasi:

d*v _ M(x)

A R e

..(9)

Pri izvodenju diferencijalne jednacine (9) drzali smo se uobicajene orijentacije koordinatnih
osa. Prema tome, pozitivna zakrivljenost grede podudara se sa zakrivljenos¢u koju izaziva
pozitivan moment savijanja, ali je zato ugib grede koji izaziva opterecenje koje djeluje odozgo
—nadole negativan. Izraz (9) zapravo predstavlja linearnu diferencijalnu jednadinu drugog reda
sa konstantnim koeficijentima.

3. RJESENJE MATEMATICKOG MODELA

3.1. Rjesenje pomocu grani¢nih uslova
Savojna krutost EI = 20 000 [kNm?]
Uslovi ravnoteze:

Zyz ......... R,—10-4—-40=0 - R, =80 [kN]
ZMB: ......... MA_RA4+1042+50=0 _>MA=190[kNm]
Na osnovu jednacine (9) moZemo napisati:

d*v

pri ¢emu je moment savijanja u proizvoljnom presjeku x:

X
M(x)=RA-x—MA—10-x-§=80x—190—5x2
M(x) = —5x2 + 80x — 190

Pri tome mozemo pisati:
d?v

W = —5x2 + 80x — 190

El

Da bismo dobili jednac¢inu ugiba grede, gornji izraz ¢emo integraliti dva puta

dv 5 . )
El-a=—§x + 40x° —190x + C;
5 , 40 2
EI'U=—EX +?x —95-x +C1'X+C2

Dvije konstante integracije C; i C, odredi¢emo iz granic¢nih uslova, koji u ovom slucaju glase:

x=0 - v=0iv=0

5
Elv=—2:0"+40-02=190-0+(; =0 —(; =0

5 ., 40 ,
El'v=— 0 42109 =950+ (040, >, =0
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Jednacina ugibne linije sada glasi:
58 XL B g 11
I 13 ) e (1)

v =

Ugibi u tackama grede (slika 3.) iznose:

v(x=0)=0
5-12 12 8-1
v(x=1) = 20000 (—E-I‘T— 19) = —0,00408[m]
v(x =2) = 52 (—2—2+E—19)=—0014[m]
20000 12 3 ’
5-32 32 8-3
v(r =3) = oo (_E+T_ 19) = —0,02643[m]
542 42 8-4

Ugib slobodnog kraja konzole iznosi vp,,, = 38,66 [mm]

3.2. Odredivanje rjesenja pomocu Laplace — ovih transformacija
Rjesavamo sljedecu diferencijalnu jednacinu:
El-v" = —5x2% + 80x — 190

Potrazi¢emo Laplace-ovu transformaciju funkcije v(x)
L(EIv") = L(—5x% + 80x — 190)
El- L(v") = —L(5x?%) + L(80x) — L(190)

! 1 190

2!
EI - 2y — — v - _C.__ e
[s2V —sV(0) — V' (0)] = =5 S+80 5 ——

Ugib i nagib grede na mjestu ukljestenja jednaki su nuli, odnosno
v(0) =1v(0)=0

Prema tome mozemo napisati:

10 1 190
EI'SZV=——3+80'—2——
S S S
10 1 190
E]'VZ—S—5+8O'S—4—S—3

Sada ¢emo potraziti inverznu Laplace-ovu transformaciju:

~ ./ 10 80 190
Bev=rt (-G -)
3 x* x x?2
EI.V__10II+80.§_190-§
! 3 %2
EI'V=_1O'ﬁ+80.€_190'Z
x* x3 5
EI'V——S'E+4‘O'?—95'X

_ 5x%  x? N 8x 19
vEE Ot T
Rjesenje za ugibnu liniju konzole je identi¢no izrazu (11) prikazanom u prethodnom poglavlju.
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3.3. Metoda kona¢nih razlika
Pri rjeSavanju diferencijalne jednacine ugibne linije grede koristicemo podjelu na cetiri
intervala pri ¢emu je Ax = 1 [m]

Diferencijalna jednacina glasi:
Elv’ = =5x% + 80x — 190 ... ... ... ..... (12)

Izvod funkcije u k — toj tacki odredujemo na osnovu izraza:
V1 — 2V + Vpq

Vy” v (13
k Ax2 ( )
1 2 4
* * * *
.
Ax=1
L
L
Ax M |ome | o | e
L=4m

Slika 3. Cvorne tacke iz MKR na konzoli

Ugib u tacki 1 jednak je nuli, tj. v; = 0. Za tacke na gredi 2,3,4,5i 1 prema izrazu (13) i
diferencijalnoj jednacini (12), slijedi:
U3 - 2172 + 171 _

k=2 - EI- = =-5-12+80-1— 190
-105
Vs = eV ==
v, —2v3+ v
k=3 > El-——5——=-5:2"+80-2-190
—50
v4—2v3+172=?
Vs — 2V, + v
k=4 > El-—=——3——=-5:32+80-3-190
v5—2v4+v3=E
Ve — 2V5 + V.
k=5 > El—=—5——=-5-4*+80 4190
U6_2v5+v4=ﬁ

v, —2v; +v
JL—jﬁL——9=—6-02+80-0—190
—190

U2+U0=T

k=1 - EI-
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Vrijednosti ugiba v, i v, prema slici 4, jednaki su, tjs. vy = v,
Sistem algebarskih jednacina glasi:

k=1 2v, = —0,0095

k=2 - 2v, + vg = —0,00525

k =3 vz - 2173 + U4 = _0,0025

k=4 v — 2v, + vg = +0,00025

k = 5 v4 - 2175 + U6 = +0,00025
U matri¢nom obliku:

) 0 0 0 0 v, -0,0095

) | 0 0 0 Vs -0,00525

* = -

| ) | 0 0 Uy 0,0025

0 | 5 | 0 Vg 0,00025

0 0 | ) | Vg 0,00025

Rjesavanjem sistema jednacina dobijamo ugibe tacaka od 2 do 6:

v, = 0,00475 [m] vy = —0,01475 [m]
v, = —0,02725 [m] vs = —0,0395 [m]
ve = —0,04925 [m] tacka izvan nosaca

v, = 0 — presjek u ukljeStenju
Ugib slobodnog kraja konzole iznosi Vg, = V5 = 39,5 [mm]

4. ZAKLJUCAK
Rezultati ugiba dobijeni u prethodnim poglavljima su tabelarno komparirani:

Tabela 1. Komparacija rjesenja

Tacka Analitiko rjesenje Metod kgnacnlh
razlika
2 4,08 mm 4,75 mm
3 14,00 mm 14,75 mm
4 26,43 mm 27,25 mm
5 38,66 mm 39,5 mm

Uporedujuci dobijene rezultate da se uociti izvjesna razlika u vrijednostima ugiba konzolne
grede. Razlog lezi u Cinjenici da je numericka metoda konacnih razlika priblizna metoda
proracuna, dok je prvi rezultat dobijen na osnovu egzaktnog rjeSenja Lapalace-ovom
transformacijom i integracijom. Tacniji rezultati se mogu dobiti smanjenjem intervala Ax koji
je u ovom primjeru usvojen Ax = 1 [m]. Medutim, s druge strane to ¢e uveliko povecati broj
jednacina Cije je rjeSavanje kompleksnije. Dakle numeri¢ko rjesavanje sadrzi proces
diskretizacije preko kojeg se zatvoreni matematicki izrazi kao $to su funkcije ili diferencijalne
ili integralne jednadzbe koje sadrze funkcije i gdje se sve one vide kao beskonacni kontinuum
vrijednosti preko cjelokupnog intervala, aproksimiraju analognim (ali razli¢itim) izrazima koji
pridodjeljuju vrijednosti u samo konacnom broju diskretnih tacaka ili volumena u domenu.
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Kwvalitet rjeSenja je potvrden i odgovarajué¢im softverom, kojim smo izracunali vrijednosti
ugiba prethodno odredenih (slika 4.)

Opt. T: opt

-14.03

-26.49

38.75

Uticaji u gredi: max Zp= -0.00 / min Zp= -38.75 m / 1000

Slika 4. Ugibi odredeni pomocu softvera Tower 8.4 od firme Radimpex Beograd
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